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Zastosowania fal Loveôa 

A. Sensory wielkoŜci fizycznych (np. lepkoŜĺ, gňstoŜĺ), chemo-sensory, bio-
sensory. FGM-y zwiňkszajŃ czuğoŜĺ, poprawiajŃ charakterystyki pracy 

B. Sejsmologia i geofizyka.  Badanie wnňtrza Ziemi. Projektowanie budynk·w 
odpornych na Trzňsienia Ziemi. Poszukiwanie surowc·w naturalnych  
(ropa naftowa, gaz)    

C. Badania nieniszczŃce  

 

    1. Badanie jakoŜci cienkich warstw NEMS (Nano Electromechanical Systems)   

 

    2. Badanie wğaŜciwoŜci sprňŨystych FGM-·w. Wyznaczanie  profili zmian  

        wğaŜciwoŜci sprňŨystych oraz gňstoŜci w FGM-ach.  

        Profile te powstajŃ w wyniku dziağania r·Ũnych proces·w technologicznych: 

        nawňglanie, azotowanie, naborowywanie, hartowanie np. laserowe, epitaksja, 

        dyfuzja, implantacja  

 

Nowa obiecujŃca technika badawcza:    LUS ï Laser Ultrasonics  
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Stan wiedzy  (State of the art) 
(Fale Loveôa w oŜrodkach niejednorodnych - FGM-ach)      

1. Maugin G.A., ĂElastic surface waves with transverse horizontal polarizationò, Advances in 

Applied mechanics, 1983, 23, 373-434. RozwiŃzania analityczne. Profile sŃ niefizyczne.  

2. Qian Z-H, Jin F, Lu T, Kishimoto K, Hirose S, ĂEffect of initial stress on Love wave  

propagation in a piezoelectric structure carrying a functionally graded  material layer Ă, 

Ultrasonics, 2010, 50(1) ,84-90. PrzybliŨona metoda (WKB) Wentzel, Kramers, oraz 

Brillouin ï (1926).  

3. A.L. Shuvalov, E. Le Clezio, G. Feuillard, ĂThe state-vector formalism and the Peano-series 

solution for modelling guided waves in functionally graded anisotropic piezoelectric platesò, 

2008, 929-94. Metoda rozwiniňcia Peano -1888.  

4. Nie G., Liu X, Liu J., ĂEffect in inhomogeneous initial stress on Love wave propagation in 

0.67Pb(Mg Nb )O -0.33PbTiO  single crystal layered structureò, Meccanica, 2015, 50,  

119-132.  

Metoda szereg·w Frobeniusa (1873) ï Problem zbieŨnoŜci i obciňcia szeregu. 

5. Ballandras S., Reinhard A., Laude V., et al., Simulations of surface acoustic wave devices 

built on stratified media using a mixed finite element/boundary integral formulation, Journal 

of Applied Physics, 2004, 96, 77731-7741. Metoda Elementu SkoŒczonego, Metoda 

Elementu Brzegowego. OŜrodki uwarstwione.    

 

 

 

 

 

 

 



Fale Loveôa : 
Å Przemieszczenie mechaniczne. (Fale dyspersyjne)   

Å Zakres czňstotliwoŜci  od 0.001 Hz do 1 GHz  

 

 

  

  

 

Rys.1 

Rys.2 

Poprzeczna fala powierzchniowa  

nie istnieje w jednorodnej  

p·ğprzestrzeni sprňŨystej  



Problem Prosty dla fali Loveôa 

Uog·lnione Zagadnienie Sturma-Liouvilleôa 

ÅProblem Prosty dla fali Loveôa rozchodzŃcej siň w niejednorodnym 
falowodzie sprňŨystym polega na wyznaczeniu prňdkoŜci fazowej i 
grupowej fali znajŃc wszystkie parametry materiağowe falowodu ( profil 
rozkğadu wsp·ğczynnika sprňŨystoŜci)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Rys.3 Niejednorodny sprňŨysty  

falow·d fali Loveôa  (FGM)  

Parametry materiağowe  

 

 

  

PrňdkoŜĺ fazowa i grupowa fali  



ZağoŨenia:  

 

1. Rozpatrujemy pierwszy mod (rodzaj drgaŒ) fal Loveôa  

 

2. Przeprowadzona analiza waŨna jest dla niejednorodnych falowod·w 

izotropowych oraz dla wyr·Ũnionych kierunk·w w p·ğprzestrzeni 

sprňŨystej o symetrii regularnej oraz heksagonalnej  

 

3. WğaŜciwoŜci sprňŨyste oŜrodka zmieniajŃ siň tylko wzdğuŨ gğňbokoŜci  

     oŜ x  

 

4. Rozpatrywane oŜrodki sŃ bezstratne  

 

5. GňstoŜĺ materiağu jest stağa w cağej objňtoŜci  

 



Model Matematyczny:  

Postulujemy nastňpujŃcŃ postaĺ przemieszczenia fali Loveôa :            

R·wnanie ruchu: 

w niejednorodnym falowodzie sprňŨystym = 

r·wnanie ruchu dla niejednorodnego ciağa 
sprňŨystego   

Warunki brzegowe: 

 

a) Zerowanie siň naprňŨeŒ stycznych na powierzchni swobodnej  

      (x=0)    

b) Zerowanie siň przemieszczenia mechanicznego w 

nieskoŒczonoŜci  (dla x = ¤)  

‍ = liczba falowa fali Loveôa  

(1) ὺὼȟᾀȟὸ ὠὼϽὩὼὴὮ‍ᾀ ‫ὸ 



Model Matematyczny:  

Uog·lnione Zagadnienie Sturma-Liouvilleôa 

(3) 
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ὠὼ = jest wektorem wğasnym  

‍   =  jest wartoŜciŃ wğasnŃ 



Metody rozwiŃzywania Prostego 

Zagadnienia Sturma-Liouvilleôa  

     

  

   

       

¶ Metoda R·Ũnic SkoŒczonych (MRS)  

¶ Metody wariacyjne  

¶ Metoda Galerkina 

¶ Metoda elementu SkoŒczonego (MES)  

¶ Metoda Elementu Brzegowego (MEB)  

¶ Metoda Funkcji Greena  

¶ Metoda Macierzy PrzejŜcia (Geofizyka)   



Wz·r wiŃŨŃcy prňdkoŜĺ fazowŃ  

i grupowŃ fali Loveôa (Adamsa)  
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Metoda Macierzy PrzejŜcia 
   

  

  

   

  

   

  

  

   

Skğadowa naprňŨenia: 
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R·wnanie r·Ũniczkowe drugiego stopnia (2) przedstawiamy  

jako ukğad 2 r·wnaŒ r·Ũniczkowych pierwszego stopnia 



Metoda Macierzy PrzejŜcia 
   

  

  

   

  

   

  

  

   

ὦ Ὧ Ὧ Ⱦ  ὙὩὦ π gdzie: 

Rys.4a,b Podziağ niejednorodnego falowodu na jednorodne warstwy sprňŨyste.  

a) Dla profili potňgowych, b) dla profili  typu wykğadniczego oraz typu 1/ch2 . 

(10) 

(11) 

a) b) 



Metoda Macierzy PrzejŜcia 
   

  

  

   

  

   

  

  

   

Macierz [A] moŨe byĺ zdiagonalizowana: 
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Metoda Macierzy PrzejŜcia 
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WykorzystujŃc warunki brzegowe otrzymujemy: 

R·wnanie (11) jest r·wnaniem dyspersyjnym dla fali Loveôa w 

RozchodzŃcej siň w niejednorodnym oŜrodku sprňŨystym 

Scilab 

(11) 



Obliczenia numeryczne 

   Niejednorodny falow·d sprňŨysty z ceramiki 

piezoelektrycznej PZT-4.  
 

   Dane materiağowe: 

 

  

  

  

  

  

  

  

   

GruboŜĺ D = 0.4 mm  

 ὧ ςȢυφτϽρπ    ;   ὺ ρψτω άȾί  

   

 ” χȢυϽρπ ὯὫάϳ    ;   Ўὧὧϳ πȢπψψ  



Rysunek profile potňgowe  
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Rys.5. Profile potňgowe c44(x) w niejednorodnej warstwie powierzchniowej 
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Zastosowanie metody Haskella  

Profile potňgowe  
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Fig.6. PrňdkoŜĺ fazowa dla fali Loveôa  w przypadku profili 

potňgowych. 



   Profil liniowy  

   

               

  

          

Fig.7. PrňdkoŜĺ fazowa i grupowa dla fali Loveôa  

w przypadku profilu liniowego.   



   Profil kwadratowy  

               

  

          

Fig.8. PrňdkoŜĺ fazowa i grupowa dla fali Loveôa w przypadku  

profilu kwadratowego.   



Model Matematyczny:  

Uproszczony Problem Sturma-Liouvilleôa 

(13) 
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Rysunek profile potňgowe (s44)   

Rys.9. Profile potňgowe s44(x) w niejednorodnej warstwie powierzchniowej 



Analogie Uproszczonego  

Zagadnienia Sturma-Liouvilleôa   

1) OptykŃ ZintegrowanŃ  

 

R·wnanie (10) jest analogiczne z r·wnaniem opisujŃcym 

mod fali TE rozchodzŃcej siň planarnym Ŝwiatğowodzie gradientowym  

R·wnanie (3) jest analogiczne z r·wnaniem opisujŃcym 

mod fali TM rozchodzŃcej siň planarnym Ŝwiatğowodzie gradientowym  

 

 

2) oraz Mechanika KwantowŃ  

 

R·wnanie (10) jest analogiczne z r·wnaniem Schrodingera  

opisujŃcym ruch czŃstki kwantowej w jamie potencjalnej  

    



   Profil skokowy  
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   Profil skokowy 
   

               

  

          

Fig.10. PrňdkoŜĺ fazowa i grupowa dla fali Loveôa w w przypadku 

profilu skokowego.   



   Profil wykğadniczy  
   

               

  

          

gdzie: 
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   Profil wykğadniczy  
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Fig.11. PrňdkoŜĺ fazowa i grupowa dla fali Loveôa w 

przypadku profilu wykğadniczego.   


