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Tematyka prac (poza tematykŃ fali Loveôa)   
 

 
 

 

1. Modelowanie numeryczne  proces·w technologicznych 

    wytwarzania ukğad·w scalonych VLSI (dyfuzja, implantacja, utlenianie)  

 

2. Obliczanie p·l temperatur w tranzystorach oraz w  warstwowych przetwornikach 

    piezoelektrycznych  

 

3. Akustyczne wiŃzki o ograniczonej dyfrakcji (Besselowskie).   

    Wyznaczanie p·l akustycznych metodŃ odpowiedzi impulsowej   

 

4. Akustyczna Skaningowa Mikroskopia Kontaktowa. 

    Piezoelektryczny czujnik przemieszczenia (bimorf, monomorf)  

 

5. Badanie wğaŜciwoŜci fizycznych monowarstw Langmuira-Blodgetta. PrŃd Maxwella.  

 

6. Piezoceramiczne cylindryczne rezonatory akustyczne na fale poprzeczne objňtoŜciowe.   

    Admitancja elektryczna rezonatora. Rezonatory wielowarstwowe.  

 

7. Wyprowadzenie wzoru Kanazawy-Gordona dla rezonator·w cylindrycznych  

 

8. Obrazowanie akustyczne (acoustical imaging). Przetworniki macierzowe (liniowe i  

    kwadratowe). FFT oraz transformacja Hilberta   

 

9. Badanie pod wysokim ciŜnieniem wğaŜciwoŜci fizykochemicznych cieczy. 

    Fale podğuŨne, powierzchniowe fale Bleusteina-Gulyaeva. a) prňdkoŜĺ,  

    b) gňstoŜĺ,  c) lepkoŜĺ, d) miňdzyczŃsteczkowa droga swobodna, e) ŜciŜliwoŜĺ  

    adiabatyczna i izotermiczna, f) wsp·ğczynnik nieliniowoŜci B/A    

 

Rozpracowanie wielu temat·w.  
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Znaczenie praktyczne jednoczesnego  

pomiaru lepkoŜci i gňstoŜci cieczy       
 

A. GňstoŜĺ oraz lepkoŜĺ sŃ waŨnymi parametrami fizykochemicznymi cieczy  

      biorŃcych udziağ w procesach technologicznych w przemyŜle:  

     1) chemicznym, 2) spoŨywczym, 3) paliwowym oraz w 4) przemyŜle tworzyw  

         sztucznych.  

 

B. GňstoŜĺ i lepkoŜĺ cieczy powinny byĺ monitorowane on-line w trakcie procesu  

     technologicznego. Ma to wpğyw na jakoŜĺ produktu koŒcowego oraz   

     efektywnoŜĺ proces·w technologicznych.  

 

 

C. W przemyŜle tworzyw sztucznych niezbňdny jest ciŃgğy monitoring lepkoŜci  

     oraz gňstoŜci stopionych polimer·w w trudnych warunkach wysokiej  

     temperatury (150 ï 350 ÁC) oraz wysokiego ciŜnienia (50 - 100 MPa).  

     (Przetğaczanie, wtryskiwanie).   
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Stan wiedzy  (State of the art) 
(Jednoczesny pomiar lepkoŜci i gňstoŜci cieczy)      

 

A. Pomiary por·wnawcze.  

    1) 2 rezonatory pğaskie (na fale poprzeczne), (Martin, 1993). Jeden rezonator  

        ma pow. gğadkŃ, drugi rezonator ma pow. pofağdowanŃ (corrugated strips)    

    2) 2 falowody na fale Loveôa (Herman, 1999) ï gğadka pow. + ponacinana pow.  

    3) 2 falowody o r·Ũnym przekroju, koğowym i kwadratowym  

       (Kim, Bau, 1989).  

 

B. Wykorzystanie drgajŃcej beleczki (cantilever), (Riesch, 2008). 

     Skomplikowany ukğad pomiarowy. Np. odczyt optyczny.  

 

C. Wykorzystanie bardzo zğoŨonych rezonator·w (Jakoby, 2010)  

    1) rezonatory 2 membranowe + pole magnetyczne  

    2) Elektromagnetyczne rezonatory akustyczne  + pole magnetyczne  

        (electromagnetic ï acoustic rezonators)  

        Siğa Lorentza + odczyt elektromagnetyczny  
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Fale Loveôa : 
Å Przemieszczenie mechaniczne. (Fale dyspersyjne)   

Å Zakres czňstotliwoŜci  od 0.001 Hz do 1 GHz  
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Rys.1 

Rys.2 

Poprzeczna fala powierzchniowa  

nie istnieje w jednorodnej  

p·ğprzestrzeni sprňŨystej  



Zagadnienie Proste dla fali Loveôa 
 

ÅZagadnienie Proste dla fali Loveôa rozchodzŃcej siň w warstwowym 
falowodzie sprňŨystym pokrytym na powierzchni cieczŃ lepkŃ polega na 
wyznaczeniu prňdkoŜci fazowej oraz tğumienia fali znajŃc wszystkie 
parametry materiağowe falowodu oraz cieczy dla ustalonej czňstotliwoŜci.  
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Rys.3 Falow·d fali Loveôa  

pokryty cieczŃ lepkŃ 

Parametry materiağowe  

 

 

  

PrňdkoŜĺ i tğumienie fali  



ZağoŨenia:  

1. Rozpatrujemy pierwszy mod (rodzaj drgaŒ) fal Loveôa  

 

2. PodğoŨe i warstwa sŃ oŜrodkami:   

    sprňŨystymi, izotropowymi, jednorodnymi    

    oraz bezstratnymi  

 

3. Powierzchnia falowodu obciŃŨona jest nieŜciŜliwŃ  

    cieczŃ  NewtonowskŃ (lepkŃ)  

       

4. Brak zmiennoŜci wzdğuŨ osi ὼ  

 

5. R·wnanie Naviera-Stokesa jest zlinearyzowane  

 

6. Straty wprowadza tylko obecnoŜĺ cieczy  
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Model Matematyczny:  
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Poszukujemy nastňpujŃcŃ postaĺ 
przemieszczenia fali Loveôa :            

R·wnania ruchu: 

a) w ciağach stağych = r·wnanie ruchu ciağa 
sprňŨystego   

b) w cieczy = r·wnanie Naviera-Stokesa  

Warunki brzegowe (na granicach oŜrodk·w): 

 

a) ciŃgğoŜĺ przemieszczeŒ 

b) ciŃgğoŜĺ naprňŨeŒ ŜcinajŃcych    

ό ὼȟὼȟὸ Ὢὼ ϽὩὼὴὮὯϽὼ ‫ὸ 

Ὧ Ὧ Ὦ‌ =  Zespolona liczba falowa fali Loveôa  

(1) 



Model Matematyczny:  

R·wnania r·Ũniczkowe (ruchu)  
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W cieczy lepkiej (r·wnanie Naviera-Stokesa) :            

W warstwie powierzchniowej :   

W podğoŨu:  

(4) 

(3) 

(2) 
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RozwiŃzania r·wnaŒ ruchu dla fali 

Loveôa przyjmujŃ postaĺ: 
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W obszarze warstwy powierzchniowej: 

ό ὡ ὼ ϽὩὼὴὮὯϽὼ ‫ὸ 

ὡ ὼ Ὧ Ὧ Ͻὡ ὼ π 

 ὡ ὼ ὅϽÓÉÎήϽὼ ὅϽÃÏÓήϽὼ  

ή Ὧ Ὧ Ⱦ  Ὧ   Ƞ   ὅ  oraz ὅ  sŃ to dowolne stağe  

 † ‘  = ὅϽ‘ϽήϽÃÏÓήϽὼ ὅϽ‘ϽήϽÓÉÎήϽὼ ϽὩὼὴὮὯὼ ‫ὸ 

π ὼ Ὀ   

Przemieszczenie mechaniczne fali:  

Skğadowa naprňŨenia: 

gdzie: 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

Postulujemy rozwiŃzanie 

 w postaci:  



W podğoŨu:  
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Ὗ ὼ Ὧ Ὧ ϽὟὼ π 

ό Ὗὼ ϽὩὼὴὮὯϽὼ ‫ὸ 

(ὼ π  

Ὗὼ ὅϽὩὼὴὦϽὼ  

ὦ Ὧ Ὧ Ⱦ  Ὧ    ὙὩὦ π 

† ‘  = ὅ‘ ὦϽὩὼὴὦϽὼ ϽὩὼὴὮὯὼ ‫ὸ  

gdzie: 

ὅ  jest dowolnŃ stağŃ  

Przemieszczenie mechaniczne fali:  

Skğadowa naprňŨenia: 

(9) 

(10) 

(12) 

(11) 



W obszarze cieczy lepkiej:  
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          ὼ Ὀ  

ὺ ὠὼ ϽὩὼὴὮὯϽὼ ‫ὸ 

ὠ ὼ Ὧ Ὦ‫
”

–
Ͻὠὼ π 

ὠὼ ὅϽὩὼὴ‗Ͻὼ  

‗ Ὧ Ὦ‫
”

–

Ⱦ

  ὙὩ‗ π 

† –  = ὅϽ–Ͻ‗ϽὩὼὴ‗Ͻὼ ϽὩὼὴὮὯὼ ‫ὸ 

gdzie: ὅ  jest dowolnŃ stağŃ  

Skğadowa naprňŨenia: 

PrňdkoŜĺ drgaŒ (13) 

(14) 

(15) 



Warunki brzegowe 
14 :  

† †  

‬ό

‬ὸ
ὺ  

ό ό  

† †  

ὼ π 

ὼ Ὀ  1. CiŃgğoŜĺ przemieszczenia mechanicznego oraz naprňŨenia †  

      na granicy ciecz ï sprňŨysta warstwa powierzchniowa:   

2. CiŃgğoŜĺ przemieszczenia mechanicznego oraz naprňŨenia  †  

    na granicy pomiňdzy warstwŃ powierzchniowŃ a podğoŨem:   

(17) 

(16) 

(18) 

(19) 
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Zespolone r·wnanie dyspersyjne 

Postaĺ analityczna  

ÓÉÎήὈϽ‘ Ͻή ‘ϽὦϽ‗ϽὮÃÏÓήὈϽ‘Ͻ‘ϽὦϽή–‫ ‘ϽήϽ‗ϽὮ–‫ π  

R·wnanie (20) skğada siň z dw·ch r·wnaŒ:  1) Re(1) = 0  

                                                                      2) Im(1) = 0  

(20) 

‗ Ὧ Ὦ‫
Ⱦ

   ; ὦ Ὧ Ὧ Ⱦ    ; ή Ὧ Ὧ Ⱦ   Ƞ Ὧ Ὧ Ὦ‌ 

WielkoŜci  q,  b oraz  ‗ sŃ zespolone 
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Po rozseparowaniu czňŜci rzeczywistej i 

urojonej r·wnania dyspersyjnego (22) 

otrzymujemy:  

 ὄ‘ȟ”ȟ ‘ȟ”ȟ–ȟ ”ȟὈȟ‫Ƞ Ὧȟ‌ π  

WielkoŜci:   ‘ȟ”ȟ ‘ȟ”ȟ–ȟ ”ȟὈȟsŃ parametrami    ‫  

Metoda Newtona:   Program MATHCAD oraz SCILAB 

 

 

(21) 

(22) 

ὃ‘ȟ”ȟ ‘ȟ”ȟ–ȟ ”ȟὈȟ‫Ƞ Ὧȟ‌ π  

ὺ ‫ Ὧϳ    -   prňdkoŜĺ fazowa fali Loveôa  

‌   -  tğumienie fali Loveôa w Np/m  

 

Jest to ukğad (21-22) dw·ch nieliniowych r·wnaŒ algebraicznych, 

w kt·rych niewiadomymi sŃ:  k0  oraz Ŭ.  
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Rys.4. PrňdkoŜĺ fazowa fali Loveôa w funkcji czňstotliwoŜci. – = const.     
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Å Rys.5. Tğumienie fali Loveôa w funkcji czňstotliwoŜci. – = const.    
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Å Rys.6. CzňŜĺ rzeczywista przemieszczenia mechanicznego fali Loveôa 

w funkcji gğňbokoŜci dla falowodu Cu na stali obciŃŨonego cieczŃ o 

lepkoŜci  – = 10 Pas, ‏ υπ ‘ά.     
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GğňbokoŜĺ wnikania do cieczy  



Zagadnienie Odwrotne dla fali Loveôa    
 

ÅZagadnienie odwrotne polega na wyznaczeniu nieznanych parametr·w 
materiağowych (np. lepkoŜci cieczy) ze znajomoŜci zmierzonych krzywych 
dyspersji prňdkoŜci fazowej i tğumienia powierzchniowych fal Loveôa 
rozchodzŃcych siň w rozpatrywanym falowodzie.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ÅW tej pracy Zagadnienie Odwrotne sformuğowano oraz rozwiŃzano jako 
zagadnienie optymalizacyjne z odpowiednio sformuğowanŃ funkcjŃ celu  
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Rys.7. Falow·d fali Loveôa  

pokryty cieczŃ lepkŃ 

Krzywe dyspersji   

 

 

  

Parametry materiağowe 



Kroki w Postňpowaniu Odwrotnym 

 

Aby rozwiŃzaĺ Zagadnienie Odwrotne naleŨy wykonaĺ  

nastňpujŃce 3 kroki:  

 

1) Sformuğowanie i rozwiŃzanie Zagadnienia Prostego  

 

2) Przeprowadzenie eksperymentu (numerycznego). Dane   

    syntetyczne. Pomiar krzywych dyspersji fal Loveôa  

 

3) Sformuğowanie i rozwiŃzanie Zagadnienia Odwrotnego: 

    a) Zagadnienie odwrotne formuğujemy jako Zagadnienie  

        Optymalizacyjne   

    b) okreŜlenie funkcji celu ɩ – έὶὥᾀ   ɩ –ȟ”  

    c) zastosowanie procedury minimalizacyjnej   
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Funkcje celu 
22 

ɩ –
ὺ ὺ –

ὺ

ᶿ ᶿ –

ᶿ
 

ɩ –ȟ”
ὺ ὺ –ȟ”

ὺ

ᶿ ᶿ –ȟ”

ᶿ
 

Funkcja celu:   ɩ – .  Wyznaczanie tylko lepkoŜci cieczy.               

 

 

Funkcja celu: ɩ –ȟ”. Jednoczesne  wyznaczanie lepkoŜci i gňstoŜci cieczy.   

 

 

(23) 

(24) 

Aby zminimalizowaĺ funkcje celu zastosowano procedury optymalizacyjne  

typu Neldera-Meada  (downhill nonlinear simplex)   

 



Obliczenia numeryczne 

Falow·d Cu na stali 

 

Dane materiağowe 
Dla miedzi (Cu)                                                          Dla stali  
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Program Mathcad oraz Scilab 

 

 

  

  

  

  

  

  

  

   

 ‘ σȢωρϽρπ   ὔȾά                                                ‘ ψȢπςϽρπ   ὔȾά    

 ” ψȢωϽρπ ὯὫάϳ                                                   ” χȢψϽρπ ὯὫάϳ   

ὺ ‘ ”ϳ Ⱦ ςπωφ άȾί                                       ὺ ‘ ”ϳ Ⱦ σςπφȢυ άȾί  

GruboŜĺ D = 0.4 mm  

GňstoŜĺ cieczy = ρȢπϽρπ ὯὫά     Ƞϳ   



Dane Syntetyczne  

(Eksperyment Numeryczny) 

 

ÅKrzywe dyspersji prňdkoŜci fazowej oraz tğumienia fali Loveôa 
wyznaczono numerycznie dla lepkoŜci cieczy – ρ ὖὥίȢ  

 

ÅKrzywe te traktujemy jako krzywe dokğadne. 

 

ÅNastňpnie dodajemy do tych krzywych bğŃd przypadkowy.  

ÅOtrzymane w ten spos·b krzywe traktujemy jako krzywe 
eksperymentalne.  

 

ÅKrzywe dyspersji obliczono dla 6 wartoŜci czňstotliwoŜci.  

 

ɆὪ πȢυ ὓὌᾀȟρ ὓὌᾀȟςȢπ ὓὌᾀȟσȢπ ὓὌᾀȟτȢπ ὓὌᾀ έὶὥᾀ υ ὓὌᾀ.  
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Rys.8. Dokğadna krzywa dyspersji prňdkoŜci + bğŃd przypadkowy ρπϷ  
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Rys.9. Dokğadna krzywa dyspersji tğumienia fali Loveôa + bğŃd przypadkowy ρπϷ  
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Wyniki obliczeŒ numerycznych 

  

ÅZastosowano procedury optymalizacyjne do wyznaczenia minimum 

   funkcji celu  ɩ –  oraz ɩ –ȟ”    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ÅRys.10. ZaleŨnoŜĺ funkcji celu  ɩ –  od lepkoŜci cieczy – dla wartoŜci 
maksymalnego bğňdu przypadkowego = 1%   
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Wyniki obliczeŒ numerycznych  

 ÅMinimalizacja funkcji celu ɩ –  prowadzi do nastňpujŃcych wartoŜci 
nieznanej lepkoŜci cieczy:    

 

 

 

 

 

 

 
 

ÅTabela I. LepkoŜĺ cieczy okreŜlona z Metody Odwrotnej. Maksymalny bğŃd 
przypadkowy (maximal random error) = ρ ρπϷ.  

   WartoŜĺ Ŝrednia obliczona jest z 10 kolejnych wyznaczonych z Metody  

   Odwrotnej wartoŜci lepkoŜci cieczy. 
 

   Bardzo duŨa dokğadnoŜĺ (waŨna przy pomiarach ciekğych krysztağ·w).   

 

   �%�á���G���Z�]�J�O�
�G�Q�\��  ȣ ὔ  
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Random error 1% 2% 5% 10% 

Relative error  

(–) [%]  
0.15 0.35 0.64 2.12 

Average value 

(–) 
1.00012 0.99925 1.00279 0.99058 

Error (–) [%]  0.0123 0.0743 0.2797 0.9417 

(25) 


